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MEMOIRE 

SUR 




LES INTEGRAJLES DEFIISIES, 

PÎUSES ENTBE DES UMITES IMACraAIRES; 

Par M. Augustin - Louis CAUCHY. 


§ 1. Dans un M<?moire présenté à l'AcadAnie des Sciences 
le 28 octobre 182s, ainsi que dans le 19” cahier du Journal de 
l’École royale polytechnique, et dans le résumé des leçons don- 
nées à cette école, j’ai fait voir comment on pouvait parvenir à 
fixer, dans tous les cas possibles, le sens que l’on doit attacher 
à la notation 

destinée à représenter une intégrale definie, prise entre des 
limites réelles 27., X, quelle que fût d’ailleurs la fonction réelle 
ou imaginaire, désignée par y( 2:). J’ai prouve qu’une intégrale 
de cette espèce, lorsque la fonction J' (x) devient infinie entre 
les limites de Imtégi’ation, est en général indéterminée, en sorte 
qu’elle admet une infinité de valeurs, parmi lesquelles il en 
existe une qui mérite une attention particulière, et que j’ai 
nommée valeur principale. Enfin, j'ai montré que la considéra- 
tion des valeurs principales des intégrales indéterminées , 
jointe à la théorie des intégrales singulières que j’avais exposée 
pour la première fois dans un Mémoire de i 8 i 4 > suffisait pour 
établir une multitude de formules générales, à l'aide desquelles 
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t)u pouvait évaluer ou du moins transformer les intégrales 
définies. Je me propose aujourd’hui d'appliquer les principes 
qui m'ont guidé dans ces recherches, aux intégrales prises entre 
des limites imaginaires. On sait que l’emploi de ces dernières in- 
tégrales a conduit M. Laplace à des résultats dignes de remar- 
que. Dans ces derniers temps, M. Brisson nous a dit s’ètre servi 
avec succès de ces mêmes intégrales et'de leur transformation 
en intégi'alcs définies ordinaires, pour développer des fonctions 
données en séries composées de termes proportionnels à des 
exponentielles dont les exposants suivent des lois connues. 
Enfin, un jeuneRusse, doué de beaucoup de sagacité, et très ver- 
sé dans l'analyse infinitésimale , M. Ostrogi'adsky, ayant aussi 
recours à l'emploi de ces intégrales, et h leur transformation 
en intégrales ordinaires, a donné une démonstration nouvelle 
des formules quej’ai précédemment rappelées, et généralisé d'au- 
tres formules que j'avais présentées dans le dix-neuvième cahier 
du Journal de l'Ecole royale polytechnique. M. Ostrogradsky a 
bien voulu nous faire part des résultats principaux de son tra- 
vail. Mais ni ce travail , ni aucun des Mémoires publiés jusqu'à 
ce jour, sur les diverses branches du calcul intégi'al, n'ont 
fixé le dégré de généralité que comporte une intégrale défi- 
nie, prise entre des limites imaginaires, et le nombre des va- 
leurs qu'elle peut admettre. Telle est la question qui va faire 
l'objet de nos recherches. On verra que sa solution dépend du 
calcul des variations, et de la théorie des intégrales singuliè- 
res , et qu’elle fournit immédiatement un grand nombre de 
formules propres, soit à l’évaluation, soit à la transformation 
des intégrales définies. Ces formules comprennent, comme cas 
particuliers , celles cjue j’ai déjà mentionnées , et celles que 
cjuelques géomètres ont obtenues depuis peu par d’autres voies. 

5 2 . Pour fixer généralement le sens de la notation 

(i) 
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a?oi désignant des limites réelles, et f (a;) une fonction 
réelle ou ima^naire de la variable a;, il suffit de considérer l’in- 
tégrale définie représentée par cette notation , comme équiva- 
lente b la limite ou li l'une des limites vers lesquelles converge 
la somme 

( 2 ) ( — JC. )/(«.)+(•*.-“*.)/(*.)+••• 4- ,)/( JC. - .) • 

lorsque les éléments de la différence X — x, savoir, 

• I 

( 3 ) X, , X, — X, J x,_, . 

t 

étant des quantités affectées du même signe que cette différence, 
reçoivent des valeurs numériques de plus en plus petites. Donc, 
pour embrasser dans la même définition les intégrales prises 
entre des limites réelles, et les intégrales prises entre des 
limites imaginaires:, il convient de représenter par la nota- 
tion 


(4) 


X^YV~ 

I . 

vr. 


la limite ou l’une des limites vers lesquelles converge la somme 
des produits de la forme 


[ ( X. — X. )-f- Cr. — J. ) VIT ]/ ( X, 4-j. v_. ), 

[ ( *. - X. ) + (7, -/. ) V“ ]/ ( X. -f 7. VT. ) , 

etc. 

[ ( x._. ) -f ( r-7._. ) VIT]/ ( JC,_. +7.-. 

lorsque, chacune des deux suites 

, ; X, , X, . . . x _ , y X , 

^ ^ ( 7.» y- ••• .r— •' 

étant composée de termes qui aillent toujours en croissant ou 
en décroissant depuis le premier jusqu’au del’nier, ces mêmes 
termes se rapprochent indéfiniment les uns dfsmtrcs. <»t que 
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leiu' nombre croit de plu» en plus. Pour obtenir deux suites 
de cette espèce , il &oi£t de supposer 

(7) • 3e=sp{i), 

(0» X (0 1 étant deux fonctions continues d’une nouvelle va- 
riable t, toujours croissantes ou décroissantes depuis t — t, jus- 
qu’à / = r, et assujetties à vérifier les conditions 

^ *• > ?C ^ ^ 

<p(r)=x, = 

puis de représenter par 

» X, I X( J X, • • t • X* X ^ 

' J'tf Xl t • • • 'Xm—tt 

• I 

les valeurs de a; et de y correspondantes à des valeurs de t, 
qui composent une série croissante ou décroissante et de 
la forme 

(9) ’ t,, t. . ... T. 

Admettons cette hypothèse, et désignons par yf -f-jB la 
valeur correspondante de l'intégrale (4) : on aura, à très peu 
près , 

f X. —X. ={t, —t. ) ç'(«. ), X. —X. =(«, —t, )ç'(t, ) , ...X— x._, ={T—t^, ).?■ («._ .) , 

(10) ; 

= (t, — *.■) X ■“j'i — X — (y— 1)> 

et par conséquent l’expression imaginaire ^ -j- B V- . sera sen- 
siblement égale, en vertu des principes ci-dessus établis, à la 
somme des produits 

S (^. - O [<p’ ( ‘0+ vr. r (O ]/ [«> ( ‘.) + v“?c ( ‘. )] » 

('.-O t<P' (O -I- VZX' ( <.)]/ [4> (A)4- V- X (O ] . 

etc. 

( r-/, -f vr: X' 0 . -.)]/[<? (O + V” X a- .)]. 
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ou, ce qui revient au même , U l'int(^^ale définie 

Jt, [?'(0+ VCTjc'COl/LÇCO + VCrxCOl'i'- 

On aura donc 

(I a) J + B VT. = "1 <P' ( 0 + V-T %' ( 0] /:[<p ( 0+ Vi: % ( 0 ] dt : 

et, si l'on fait, pour abréger , 

(•3) e' (<) = **, 

on trouvera simplement 

§ 3. Concevons maintenant que la fonction f( x +r vTi) 
reste finie et continue, toutes les fois que x reste comprise entre 
les limites a?,» X, et / entre les limites Y. Dans ce cas par- 

ticulier, on prouvera facilement que la valeur de l’hüégrale (4), 
c’est-h-dire, l’expression imaginaire -f- S VTT , est indépen- 
dante de la nature des fondions 

* = <P(0> r=?c(0- 

En effet , si l’on attribue h ces fonctions des accroissements 
infiniment petits et de la forme ' 

(i5) tu, tv, 

t désignant un nombre que l’on supposera infiniment petit 
du premier ordre, etu, tr deux fonctions nouvelles de la va- 
riable /, qui devront s’évanouir pour les deux limites t=t„, T 
l’intégrale ( 12 ) ou (i4) recevra un accroissement coirespon- 
dant que l’on pourra développer suivant lea puissances ascen- 
dantes de e, de manière k obtenir une série dans laquelle le 
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(G ) 

terme infiniment petit do premier ordre sera le prôdait de f 
par Tinte' grale 

(*6)^ {(“+î'Vi;)C^'4-j'Vi:)/'(-ï4Trvt>K“'+^'vz)Ajf+/v^ \dt. 

Or, comme on trouvera, en int<5grant par parties , 

Jl ld^v'v:::)A-^+jv:::)dt^-jJin+vvz)Cx>+y^ di, 

il est clair que l’intégrale (i6) se réduira d'elle-môme à zéro, 
et l'accroissement àe A B VTT , a un infiniment petit du 
second ordre , ou d’un ordre plus élevé. Il est aisé d’en con- 
clure que, si chacune des fonctions x, y, reçoit successivement 
des accroissements infiniment petits du premier ordre dont la 
somme présente un accroissement fini, l’accroisL-sement cor- 
respondant àc A B sera infiniment petit du premier 
ordre, c’est-a-dîrc nul. On peut remarquer d’ailleurs que l’in- 
tégrale (i6) n’est autre chose que la variation totale de Tin- , 
tégi’alc (i4) par rapport aux variables x, y, considérées comme 
des fonctions hiconnucs de t. Si, en adoptant les notations 
de Lagrange, on posait 

(• 7 ) u = J^x, 2f = S'y, 

Tintégi'ale (ifi) se présenterait sous la forme 

\ / 'vro +fi^-\-yvZ) S' (.^^-hryz)] dt 

(" 8 ) ) ‘ T 

^ /j,x’-[.yyz.)f(x^yvr.)di. 

Ainsi la démonstration du principe ci-dessus énoncé repose 
sur cette seule observation que la variation de l’intégrale ( i4) 
est nulle, ce qu’on pouvait prévoir, d’après les principes du 
calcul des variations, attendu que la fonction sous le signe 
se réduit, dans cette intégrale, à une différentielle exacte. 


Digitized by Google 



( 7 ) 

5 4* Supposons maintenant que la fonction 
devienne infinie pour le système des valeurs 

x = a, jr=b, 

correspondantes à la valeur 

t = T 

de la variable t\z = c+AVIT sera une racine de l'équation 


(' 9 ) 


/( = ) 


Désignons d’ailleurs par f la limite vers laquelle converge le 
produit 


[x-a + Cj-i)V^) /(*+JV“) . 

tandis que x converge vers la Kmite o , ety vers la limite J; et 
soit toujours i un nombre infiniment petit : on aura, sans 
erreur sensible , 

(ao) f=e/(a + *Vi: + ‘) 

Si, déplus, on nomme ce que devient , 

quand les variables a; , y, reçoivent les accroissements infini- 
ment petits « U , I 2 /, on aura encore 

(2‘) • 


T 

= f. [•*'+*“' +C/'+*î^')vir:]/[*4-‘“+(j + *^’)vr:] dt 
- f\ + f VT.) /(x-l-y ) dt. 

Co 


Or, la différence entre les intégrales comprises dans le second 
membre de l’équation (ai), sera toujours sensiblement nulle , 
excepté lorsque x différera très peu de a, et y de i, c’est-à- 
dire, lorsque t différera très peu de t. Onpouixa donc, sans 
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altérer cette différence, substituer aux fimites des deux in- 
tégrales d’autres limites très rapprochées de t, et remplacer,' 
en conséquence, les intégrales dont il s’agit par des intégi'ales 
définies singulières. Cela posé, faisons 


(aa) 

Désignons par 


les valeurs de 


t = T-1- ftV. 


« » C . y« •f'. 

x' , J) ' , ti, V, 


correspondantes à ^=t. Enfin soient a, [x, deux quantités 
réelles déterminées par l’équation 


y-f-/ 

(u3) 

• + • V'-i 


de laquelle on tire 

(a4) 

On aura sensiblement, pour des valeurs très petites de nv. 


^ ^ * 

(x'4-y , 

x~a-)-0'— * w 

f 1 

[*'+£«' + (r'+'v (/+£»>) ✓"]= — . , 

( ,V + A f ^ /— 


et, comme, pour renfermer la variable t entre des limites peu 
différentes de t, U suffit de renfermer w entre les limites 


■ I I 

W = — ■ , W» 3C -f. , 

vr V. 
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(0) 

on tirera de l'dqnatioh (ai) 



On doit observer que l’intégrale 


dm 

, ” ' 

/ -r 

dans laquelle la fonction sous le signe / devient infinie pour 
to=o, est indéterminée; mais, si l’on réduit cette intégrale h sa 
valeur principale, c’est-à-dire, à zéro , et si l’on pose en outre 
e = o, l’on trouvera 



A< + n\/~) = — t J' 


( A 4 * 


ou, ce qui revient au même, 

(36) — 

pans cette dernière formule , le signe supérieur ou infé- 
rieur devra être préféré , suivant que la quantité /4 , et la dif- 
férence 

a.S' — £y, 


seront des quantités positives ou négatives, c’est-à-dire, en 
d’autres termes, suivant que l'expression 

(27) x'v — y'u = x^S'y — j’i'x 

obtiendra une valeur positive ou négative en vertu de la 
supposition particulière /=t. Donc, si les accroissements des 
fonctions j, savoir, e?/, £?./, viennent à changer de signe, 
le second membre de l’équation (26) en changera lul-mème; 
et si l’on nomme A" -j- B"VZ, l’expression imaginaire qui 
.remplacera dans cette hypothèse on aura 

(28) v“— (^ -f i5 v~)==±’r f. vr:, 
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Ajoutons quo, dans les formules (26) cl (28), VCT désigne, 

non pas la valeur générale de l'intégrale (i4)r qui, en vertu 
de l’hypothèse admise, est indéterminée , mais sa valeur prin- 
cipale (Voyez le liëmmé des leçons données à l'école Royale po- 
lytechnique). 

Si l'on combine l'équation (28) avec l'équation (26), on 
obtiendra la suivante 

(ao) = 

dans laquelle .A' ^ B' VU, A” -|_5""VI|» représentent deux 
intégrales complètement déterminées. 

$ 5. La formule (26), que nous avons déduite de la consi- 
dération des intégrales singulières, peut encore être établie 
par une autre méthode que nous allons indiquer. Suppo- 
sons 


(3o) /(*)= +g(a)> 

et concevons de plus que la fonction 


(3.) 


w(s) = 




f 


représentée par une fraction dont les deux termes s’évanouis- 
sent en vertu de l’hypothèse z = a + A Vü, ne devienne point 
alors infinie : on tirera des équations (21) et (3o) 



5" + tu' -t- (.r' -f tv' ) i/rr X' 4-/ vcr: ) 

a- — t»4-tu + (7 — ■ “ a: — J 

n?) ,[* 4. «4- (5* W ) rZ7 J — («' +k’/'~)« (»«- j»'~) jrf/. 


Or, la fonction w{z) conservant une valeur hnie, lors même 
qu’on suppose z = a + i V~ , les deux intégrales 
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i 7 

(33) { " ^ 

/ ( *' +y VC ) ar ( X -\-jr y— ) , 

\ ** 

seront, équivalentes entres elles, puisqu'elles représenteront 
la valeur unique de l’intégrale 


çxjrry — 
^ ** ^T7 


w ( s ) <fs. 


D autre part, il est facUe de s'assurer que l'intégrale 


(3.1 


i)y{- 


x' + iu'^ (y + ,v ' ) »/— 


X — a4-£u + (_)- — b+tv) V~ 


x'4-r' 1 

r_a+(j_i) (/r: J *= 


-T ^ [(x — û + t“)’4-(j' — i-f-jv)’] r^[(*‘-a)’4-(j’ — i>] 

+ '“"e- -jEr 3 ' 


étant prise entre les limites < = /,, /= T, et réduite à>a va- 
leur principale, sera équivalente au produit 


q=’rvc:. 

En eiïet, puisque les fonctions u et v s’évanouissent aces 
deux limites, la partie réelle de l’intégrale (34), savoir: 

X I S t* — (y--* -i-.»’)' -i 

l • («-a)* ^(y_é). I 

se réduira, pourjune et l’autre limite , à -f / ( i ) = o. Quant 

coefficient de V-. dans l'intégrale (34), il peut être présenté 
sous la forme 


Arcang. ( i (»-«)» -( y-*)» 1 

i (»— #)(«! — 4 + ^ 

Or , U est aisé dejvoir que ce coefficient produira un terme de 
a forme :ç:-fV-. dans l’intégrale (34) prise entre les limites 
t ~~ t ~ T ^ et un second terme de la forme zf. — VZ~, ^ dans 
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la mrime intégrale prise entre les limites t = —T. La somme 

(le ces deux termes sera ^ et par suite, l'écpiation (3a) 

se trouvera réduite à la formule (afi). 

§ (>. Les formules (pie nous venons d'étalilir, supposent que 
la constante, désignée par f, conserve une valeur finie; ce qui 
n'aurait plus Heu , si l'é(|uation (u)) acquerrait plusieurs racines 
égales :i l’expression imaginaire a-\-ù V~. Admettons cette der- 
nière liypothèse , et désignons par ni le nombre des racines 
dont il s’agit. Soient, on outre, A' V~, yl' + B" VI',, les 
deux expressions dans lesijuelles se transforme, l'intégrale (i4)i 
quand les variables .T, y, reçoivent, les accroissements infi- 
niment petits tw, e/i; 2° les accroissements — tu , — Enfin 
posons, pour abréger, 

(3j) 

L’équation (29) devra être remplacée par la suivante 
(3G) 

T 

I j:' 

-f.. ( * 

Oi , la dlffeience entre les intégrales comprises dans le second 
membre de l(ûpiation (3f»j, sera très petite, excej.té dans le 
cas où la variable a; différera très peu de a, et la variable y de 6 ; 
Dans ce dernier cas , les expressions 

O7) a:—a—tu-{-(r~b—tv)VI, x—a^iu-\-{y—b-\.iv)VI., 

seront elles-mêmes fort rapprochées de zéro , et si l’on déve- 
loppe les fonctions 

f [x — (M-f-O — ) Vli] , f «« (y -f- tv) VZ] 

suivant les puissances ascendantes des expressions dont il s’agit, 
on pourra, sans craindre qu’il eu résulte des erreurs sensibles, 
suppi imcr, dans les développements obtenus , les termes qui 



f ( X — IP))/,» , ] 

[ X— t* , M 4- ^ !!?)/“]■• 
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renfermeront des puissances d’un dëgré supérieur à m. Ceüe 
seule considération suffit pour évaluer le second membre de 
l'équation (56). Si, pour plus d’exactitude, on pose 


(38) f(r)^r(„r/— .) 




(r — «—<’/—•)*». + ■ 




...J. 


T 




■)“ •!»). 


la fonction w(z) conservera en général une valeur finie, et 
l’équation (36) donnera 


• I .a. 


^ ^ ^ (sr’ J* 

^ »'-4- *u' y' +*ii ) I ] » (œ ip) ^ 

f 

s, représentant une intégrale déterminée par la formule 

Or le dernier terme de la formule ( 39 ) s’évanouit, aussi 
bien que le dernier terme de la formule (3a). De plus, l’inté- 
gration indiquée dans l’équation (4o) peut s’effectuer, et l’inté- 
grale définie, qui en résulte, est toujours nulle, excepté dans 
le cas tn'i l’on suppose r»- — « — i, 1 , auquel cas om 

trouve 

(40 .=.*:awV~ 

On arrive encore li la même conclusion, en observant que 
la fonction sous le signe _/", dans l’intégi'alc s», n’a de valeur 
sensible qu’entre des limites de t fort rapprochées de t, d’où 
il suit .que cette intégrale peut être considérée comme une 
intégrale singulière. Dailleurs, si l’on fok, comme dans le 
5 4, eiv, la fonction dont il s’agit, sera sensiblement 

équivalente, pour de très petites valeurs de uv, an produit 

4- 
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1 C M~i- CW-, ) 

= ^:::— ^ S ^ : { 

■■ ._■■■■ , \ ■ ; ], 

(«4-C|/— i)"* " ' \ [ I T— *{k [I— T + i(n^-^ y J 


et , comme, pour des valeurs sensibles de iw = t — t, ce pro- 
duit se réduit à très-peu près à 


(43) 


: 5 — : 

(.+cvr)“- ( (i-r)- 



}■ 


c’est-à-dire, à zéro, nous conclurons que, dans l’équation (4 o), 
on peut substituer ce produit à la fonction sous le signe J~. 
On aura donc à très peu près 

( 44 ) s. = 1 r 1 ; ‘ Ut 

(a+Sy—.)' ■-/'. <l<-T-i(A.*,«V/— )] — Lt.T-ve(A.v^V/^)]— 

De plus, comme on trouvera généralement, en supposant 
m — « > I, 


! f * I l -f (’orist. , 

et que la fonction de t, comprise dans le second membre de 
l'équation (45), s’évanouira sensiblement aux deux limites 
t = f^, t = T, il est clair que le second membre de l’équa- 
tion (44) pour toutes les valeurs de n Inférieures à 

m — I. Si l’on y suppose maintenant nr=m — i, on aura sim- 
plement 

(46) s._. = /^ 5 : r î l dt 

(t — T— lA-p</«l^~ t — r-f-lA — lfty~, \ ■ ' 

(< — r— iA)*4.(i/u)> (f _ r-t- iA)- 1 
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Or il est ûtcile de s'assurer i** que la partie re'elle de l’inté- 
grale (46) est sensiblement nulle, 2° que la partie imaginaire, 
savoir , 


r r «/* J 

(4/) ^ ^ ^ — t-I-sA)* -1- (eft)’ J 

' S ' ■ ? 

^ (h' — A)’ + ft‘ V«- + a)' + P‘ ^ 

se réduit à 

± a T vi: - 

On aura donc 

s.-, = ± air VIT; 

le signe étant déterminé, comme dans la formule (2ql; et l'é- 
quation (39) donnera 



(48) + -(J'+B'V^)=±u^ 

Il en résulte que la formule (29) subsistera encore, dans le 
cas des racines égales, si l’on y suppose la constante f dé- 
terminée, non plus par l'équation (20), mais par la suivante 


(49) 


1 .2.3.. . (//J — 1 )’ 


ou, ce qui revient au môme, par l’équation 
^ 1.2.3... ( m — i) 


e désignant un nombre infiniment petit, qu'on devra réduire 
à zéro, après avoir effectué les différentiations. 

S 7. Concevons maintenant que , l’équation (19) ayant des 
racines égales, on veuille calculer, non plus la différence entre 
les deux intégrales -f- B' VIT , -j- B" VIT , mais la dif- 

férence qui existe entre la première de ces inlégi-alcs et I infé- 
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grale(i4i)- U faudra évIdenuaent-substiitu^'iiJ'iéquation ( 3 <j(y imc 
autre ('guarion de la forme 


( 5 () W' + B'V- — (^ + BVr,) = 

s.rc^ + i V ->+ ^ P («H- 1 y-) .. -7- : 3'7^, — 


+ 




f— 5(a_|_iy-) 




(y 


.2.3. . (m— i) 

•) »'~1 •[«-*- 1 » * tx * (x» |/ ~) « , 


et dans laquelle s„ représentera une intégrale déterminée par 
la formule 

^ _ r' «'-hrv-> ? 

De plus, on démontrera, par des raisonnemens semblables à 
ceux dont nous avons fait usage dans lejJ 6', 1° que le dernier 
terme de la formvtle ( 5 i) s’é^Twmuît ; 2“ qoe'Tcqoatbm t 5 a) peut 
être remplacée par la snivante : 

Or, si l'on suppose d abord tz < w — 1., on aura 



•«* ~)J 


- ■ ( ■ 

m -*n — , 1 ['r — r~Ht I 


.1'— 



d’où il résulte que, pour de irèsqîefrlcs valeurs de «, la pre- 
mière des intégrales compristTS dans le second menïbre de l'équa- 
tion ( 53 ) se réduira sensiblement à 


(SA) 


1. $ » L___ ? 

/U—U—l }(T~t) ‘ (t^^T)"-—' 
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Quant à la seconde inte'grale 

T dt 

( 53 ) ■ f 

.. (<— •r)” 

elle sera équivalente à la somme 


(dG) 


T dt T dt 



I 


dont les deux parties représenteront des quantités infinies et de 
même signe, si m — n est un nombre pair, et des quantités 
infinies, mais de signes contraires, si m — n est un nombre 
impair. Par conséquent l’intégrale (55), et la valeur de devien- 
dront infinies dans le premier cas, indéterminées dans le se- 
cond. De plus, comme la valeur principale de l’intégrale (55) 
sera'sensiblement égaie à 




dt 

(<— r)"-“ 


: — 

m — n — 1 ( {T — r)"-*-' (<• — ( — r)—"-- J 

on voit que, dans le premier cas, cette valeur principale dif- 
férera três-peu de la fraction 

(3;) a 

(/M « l) ’ 

tandis que, dans le second cas, la même valeur sera égale 
au produit (54) > valeur cori-cspondante de 5 . à zéro. 

Enfin, si l’on suppose n = m — i, et que l'on réduise tou- 
jours l’intégrale (55) à sa valeur principale, on trouvera 

(3t^) i.-, — zf. w 'V-t ) 

le signe — ou -f- devant être préféré suivant que la quantité ft 
sera positive ou négative. Il résulte de tous ces calculs, i” que 
la valeur de la différence A' -\-B' V~ — ( sera 

5 


Digitized by Google 



( »fi ) 

inliiiie, à moins que la nature de la fonction f(aî+/V~) ne 
fasse disparaître, dans le second membre de la formule (5i), 
tous les termes dans lesquels l'indice n de la lettre s sera écpil- 
valent à l'un des nombres 

’n — 2, m — m — G, ... — 

c'est-:i-dire, à moins que l'on n'üit 

(39) f- 

2" que, si les conditions (Sq) sont l'emplies, on aura 

r:— >(a+ivr:) 

(fin) y- — VT. ) ^ » -~L VT . , . 

1 . 2 . 3 ... (»/ — ~l) 

pourvu que l'on repre'scnlc par A B VT, non pas la valeur 
generale de l'intégrale (4), qui, en vertu de l’hypothèse admise, 
sera indéterminée, mais sa valeur principale. Ajoutons que, 
pour déduire l'équation (6o) de l’équation (26) , il suffit de sup- 
poser, dans cette dernière, la constante f, déterminée, non 
plus par la formule (20) , mais par la formule (4q) ou (.50). 

ÿ 8'. Silafraction f(a:-j_rV^) devenait infinie pour plu- 
sieurs systèmes de valeurs des variables a; = (p(/) et j = 5(^(/), 
compris entre les limites x=:Xx,, x = X, y=.yo, y = Y; les 
valeurs correspondantes de z = x-\-yV~. seraient autant de 
racines de 1 équation (ly). Appelions z,, z,. . . ces racines, et 
f, , f. . . . les valeurs correspondantes de la constante f, déter- ^ 
minée par 1 équation (20) ou par l’équation ( 4 q). En raisonnant 
comme dans les paragraphes 4 et fi, on établira évidemment, 
non la formule (29), mais la suivante 

((,1) A” -j- ii"v^, — {A' -j- ji’vz. ) = ± 2 »• f, . V-. ± • v~ — .... 

Déplus, la valeur générale de l’intégrale (i 4 )scrn indéterminée, 
si 1 équation (ly) na que des racines simples, ou des racines 
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égalés, mais pour chacune desquelles des conditions seniLlahlcs 
aux conditions (Sq) soient ve'rifiées; et, si, dans l’une ou 
l’autre hypothèse, on réduit l'intégrale dont il s’agit ii sa va. 
leur principale , oil trouvera, en désignant cette valeur par 

( 62 ) ^'-1-5' vi:-(^+^v:) = + -f.v“ =p T 

Enfin, si, l’équation (i 9 )ayant des racines égales, les condilioiis 
(5q) n’etaient point vérifiées pour ces mêmes racines , la valeur 
générale et la valeur principale de l’intégrale (i 4 ) deviendraient 
infinies J et l’on devi’ait en dire autant de la différence 

C’est ce qui arrivera en particulier toutes les fois que l’équation 
(iq) aura des racines égales en nombre pair. Concevons en effet 
que, m désignant un nombre pair, l’équation (iq) admette//* 
racines égales h l’expression imaginaire a+i Vli. Alors, si l’on 
détermine la fonction f(z) par le moyen de la formule (3.5), la 
constante f(a+AVIi) aura nécessairement une valeur diffé- 
rente de zéro , et par conséquent la dernière des conditions (5q)» 
savoir : 

f ( fl 4 - i V~ ) = O , 

ne pouiTa être vérifiée. Pour confirmer le principe ci-dessus 
énoncé par un exemple, considérons l’intégrale imaginaiie 


(03) 




5*(i 


danslaquelle y(z)= ^ t -• 'J’ et désignons par 

valeur qu’on obtient pour cette intégrale en posant 

Z = i -4" ^ — * * 
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Dans ce cas , I cquation (19) étant réduite h 

s-(i + =-)=o, 

deux racines de cette équation deviendront égales à zéro, et 
correspondront à une valeur nulle de t. Ou aura d'ailleurs évi- 
demment 

(f)4) A + 


dt 


* + Vi: r(i-f ar VU) 

+ iL, i' i + ai'v:; S' 

Or, des deux intégrales comprises dans le dernier membre de 
la formule (64), la première, savoir 

t' 


est équivalente a la somme des deux suivantes : 

' dt - dt 

— = 00, / — =00, 

i ^ t* 

et par conséquent elle a une valeur infinie positive. Donc lln- 
tégrale (64) aura elle-même une valeur infinie. 

§ 9'. Si, entre les équations (7), on élimine t, on en obtien- 
dra une autre de la forme 



(C3) F(xtjr) = o; 

Pt , si I on suppose que x et y représentent des coordonnées rec- 
tangulaires, l'équation ( 6 . 5 ) représentera une courbe tracée 
dans le plan des x, y, entre les deux points (ar^, j„), (X , V)*. 


* Four abréger, nom indiquons les points à Fable de leurs coordonnées renfermées 
cn'rc pareu’iicscs, et les lignes droites ou courbes à FniJo de leurs éipialions. 


Digitized by Google 



( ai ) 


Concevons en outre que les fonctions x = tp{t), y = x{l) 
vérifient les conditions énoncées dans le § 2, c’est-à-dire qu’elles 
croissent ou décroissent l’une et l’autre depuis t—t^, jusqu'à 
/= T, Dans cette hypothèse, la valeur de y tirée de l’équa- 
tion (60), et déterminée en fonction de x, croîtra ou décroî- 
tra généralement depuis x = x^ jusqu’à x =X, et la courbe 
( 65 ) sera comprise dans un rectangle formé par quatre droites 
parallèles aux axes, savoir celles qui ont pour équations 


r x = x,, x = X, 

( y . y = Y- 

Cela posé , chaque forme particulière de la fonction F ( x, y) 
fournira une courbe particulière et une valeur correspondante 
de l'intégrale ( 4 ). On doit même observer que cette fonction 
peut changer de nature, tandis que x varie, et qu'en consé- 
quence la courbe F(x,y) = o peut se transformer en un 
système de lignes droites ou courbes, qui parte du point (x^,yg ) 
pour aboutir au point (X.r). Alors, à chacune des lignes 
dont il s’agit, correspond une intégrale semblable à 1 intégrale 
(i4),mais dans laquelle les valeurs extrêmes de x et de j re- 
présentent les coordoiiuécs des deux extrémités de cette ligne. 
Si l’on veut qu’une des lignes en question se réduise h une droite 
menée du point (^, »i„) au point (^, s), il suflira, pour 
obtenir l'intégrale correspondante , d’assujettir x et y, consi- 
dérées comme fonctions de t, à vérifier l’équation 


(6S) 


— t. ,r — ». 

Ç — 


puis d'intégrer, par rapport à entre des limites telles, que 
les valeurs extrêmes de x et y se réduisent à et ^ et 
On pourra prendre y par exemple , 


m 


I X3i= 

I y = ». + (» — 


6 
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alors l’iiilégrale relative it i deviendra 
Ob) J'^ ]/[(?.+ -.»'— )(i-O+(H-*v'—)0'"- 

Si dans cette intégrale on substitué successivement les va- 
riables a: et J à la variable /, elle prendra les formes sui- 
vantes : 



Enfin , si la droite que l’on considère est parallèle à l’axe des 
ar, on aura « = », , ce qui re'duira l'intégrale (70) à 

! 

( 72 ) r f(^x-\-Tn'\/Z,).dx. 

c* 

Si, au contraire, cette droite est parallèle à l'axe de j, on aura 
^ = et l’intégrale (71) se trouvera réduite à 

(73) VZ,Jfa+lVZ,)dj. 

En général, concevons qu’une des lignes tracées entre le point 
(••ro.J,) et le point {X, Y) s’étende du point 
au point ( ^, » ). Si cette ligne a pour équation 

(74) ,r='K2:), 

l’intégrale correspondante pourra être présentée sous la forme 
f 

(7^) [*++'(*). ■%/!;]/[* 4-4/(*).vi: J. rf*. 

Si, au contraire, cette ligne a pour équation 

(76) * = '4 'Cr)* 
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rintegralc (75) devra être remplacée par la suivante : 

» 

(77) [ 'P' C J ) + Vd ] /[ + (^- ) +/;V- ] . dy. 

§ 10*. Le système des lignes trace'es entre les points (.r», 

{X, Y) peut être réduit à la droite qui joint ces deux points: 
ou, ce qui revient au même, à la diagonale du rectangle formé ' 
parles droites (66). La valeur de l'expression (i 4 ), correspon- 
dante à cette diagonale, sera ce que nous appellerons la va- 
leur moyenne de 1 intégrale ( 4 ). Cette valeur moyenne sera évi- ’ 
demment semblable a l’expression (69) ^ et représentée par l’in- 
tégrale 

I 

( 7 ®) X t + (K— J,) vi: ] /[ (X. +y, yz) ( I — 0 -H CX+ryz) t ]dt. 

Si, à la diagonale du rectangle ci-dessus mentionné, on substi- 
tue, 1° le système des droites 

(79) y=Ji>y X=X, 

qui coïncident avec deux côtés de ce rectangle ; 2» le système 
des droites 

(8o> x = x., y = Y, 

qui coïncident avec les deux autres côtés ; on obtiendra, dans 
l'un et l’autre cas, & la place de l’intégrale (78), une somme de 
deux intégrales semblables aux intégrales (72) et (73). Les deux 
sommes ainsi formées , savoir : 

X r 

(«0 f(.^+J‘VZ.)dx f{X+yVZ,)dj, 

et 

(«») 7 ^. + yzf^ A^.+jv^r)dy, 
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sont ce que nous nommerons les valeurs extrêmes de l’lnt(^- 
grale ( 4 ). 

§ II. Concevons maintenant que l’on veuille comparer 
entre elles deux valeurs de l’integrale ( 4 ) correspondantes à 
deux lignes droites ou courbes très-rapprochées l’une de l'autre, 
ou, ce qui revient au mfme.h deux fonctions peu différentes 
successivement substituées k la fonction F{x,y). En vertu 
du principe établi dans le § 3, ces deux valeurs seront égales, 
si la fonction y'( x ) ne devient jamais infinie pour 

des valeurs des coordonnées x, y, l'elatives k des points situés 
sur les courbes que l’on considère, ou entre ces mêmes courbes. 
Si le contraire a lieu, s’il arrive, par exemple, que des points 
renfermés entre les deux courbes aient pour coordonnées les 
quantités réelles comprises dans quelques racines de l’équation 
(iq), la différence entre les deux valeurs de l’intégi-ale ( 4 ) sera 
déterminée par la formule (Gi). Enfin, si quelques racines 3e 
l’équation (iq) sont relatives k des points situés sur les deux 
courbes, la différence entre les deux valeurs de l’intégrale ( 4 ) 
sera ou infinie ou indéterminée. Ajoutons que, dans le dernier 
cas, la formule ( 6 i) continuera de subsister, si, aux intégrales 
repré.scntées par -j- 7?' VZ» B" , on substitue 

leurs valeurs principales, et si l’on réduit k moitié celles des 

constantes f, , f. qui correspondront aux points dont il 

s'agit. 11 est encore essentiel de rapfiellcr que, dans la formule 
( 6 i), le signe placé devant cbaque produit de la forme 

(S3) aTrf.Y'” on T f ^ 

sera — ou suivant que la différence aura une valeur 
positive ou négative. Si, pour fixer les idées, on suppose 
t < T, la différence ( 27 ) pourra être remplacée par la sui- 
vante : 

î) rfx S'y — /'X. 
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Or , il est facile de s’assurer que cette différence conservera le 
même signe pour tous les points compris entre les deux courbes, 
lowqu’elles ne se traverseront pas mutuellement. Par consé- 
quent, dans cette hypotlièse , tous les produits de la forme (83 
devront être affectés du même signe. Si Ion suppose; par 
exemple, et l’ordonnée de la seconde courbe 

■inférieure à l’ordonnée de la première , alors en nommant 
A< A'' les valeurs de l'intégi^le (4) relative.s 

•à la première courbe et k la seconde,' on aura . t , 

• i • ' r 

•oa, ce qui revient au même , • . . 

(85) A" + B'< V“ = >4' 4- B' VC 4- ait ( f. -b f. -1- •••• ) VC . 

On devra d’ailleurs, dausla formule (85), réduire les intégrales 
désignées par A' B’ VZ,, J» - 4 - B'' vC . à leurs valeurs prin- 
cipales, et remplacer les constantes f. ,f. ... par îf, ,îf.-..i 
toutes les fois que ces constantes correspondront k des points 
situés sur l’une des courbes, et que les intégrales A' -t- B' vCi-, 

ne deviendront pas infinies. 

Si l’on voulait passer d’une courbe donnée à une autre qui 
n’en fût pas très voisine, il suffirait d imaginer une ti'oisièmc 
-tourbe mobile et variable de forme, que Ion ferait coincidei 
successiveineut et k devix é|K>quc6 diftérenlcs avec les deux 
coui'bes fixes. A l’aide de cette considération, on déterminerait 
la différence, entre les valeurs de l intégrale (4) relatives aux 
deux coiu’bes fixes, et l’on prouverait que celte différence ( cfnaad 
elle conserve une l'alettr finie) est la somme des terrrus de Informe 
4: 2 ir rvii T 7“' correspondent à des points renfermes entre les deux 
courbes , et des termes de la forme ± ir f y/Z , correspondent à 

des points situés sur Tune délies. La proposition precedente s é- 
tend au cas où chacune des courbes serait remplacée par un 
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système de lignes droites ou courbes, formant un, contour qui 
' partirait du point pour aboutir au point (X,Y), et 

subsiste lors même que de pareils contours ne seraient pas ren- 
ferme's dans le rectangle figuré par les droites (6b). Dans ce der- 
nier cas, chaque système de lignes droites ou courbes fourni- 
rait toujours une somme d'intégrales semblables à l’intégrale 
(i+). Mais cette somme, d’après les conventions admises, cesse- 
rait de représenter une valeur particulière de l’intégrale (4). 

§ 12. Si, à l’aide des principes que nous venons d’exposer, 
on détermine la différence entre les deux sommes (8i) et {82) , 
c’est-à-dire entre les valeurs extrêmes de l'intégrale (4), dans le 
cas où celte différence conserve une valeur finie, on trouvera 

A- »' 

X r 

=Jl + vz r f(x.+jvz')‘fy 

'•■'y* 

+ ( f. + f.-l ') 'VZ,, 

tes termes f., f. . . . étant relatifs à celles des racines de l’équa- 
tion (19) dans lesquelles les parties réelles restent comprises 
entre les limites .r,, X, et les cofficiens de y/Z, entre les li- 
mites J., Y. Ajoutons que l'un de ces termes, pris au hasard , 
devra être réduit à moitié, si, dans la racine correspondante, la 
partie réelle se confond avec l’une des quantités x,„ X, ou le 
coefQcie.nt de vli avec l’une des quantités Dans la 

même hypothèse, celles des intégrales comprises dans la for- 
mule (86), qui deviendront indéterminées, devront être ré- 
duites à leurs valeurs principales.' 

Si l’on fait J pour abréger, 

( 87 ) A ï= an-(f,4-f,4-...) 

l’équation (86) deviendra 
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.t y 

(88) j; A^+j VZ)djr 

X T 

— S /(•*+^V^)<^JC +VC f f{x.Aryy/Z,)dy-\-£^. 

•y ». J. 

L'iéqaation (88) coïncide avec l’une des formules générales que 
}"ai données dans le Journal de l'Ecole royale Polytechnique et 
dans le Bulletin de la Société Philomathique de novembre 1822. 
Ellesubsiste nomseulementpour des valeurs réelles, mais encore 
pour des valeurs imaginaires de la fonction f{x'), et peut tou- 
jours être remplacée par deux équations réelles que l'on ob- 
tient en égalant dans les deux membres, 1° les parties réelles^ • 
2“ les coefficlens de VT, . Ajoutons que , pour éviter toute in- 
certitude sur la valeur des notations employées dans le calcul, 
il faut, dans l'équation (88), choisir la fonction f{x) de telle 
manière que l'expression conserve une valeur 

unique et reste complètement déterminée pour toutes les valeurs 
de X et de y comprises entre leslimites des intégrations. Cette 
condition peut être remplie , dans le cas même où /(jc-hyVIi) 
renfermerait des logarithmes ou des puissances irrationnelles 
de quantités variables , c'est-à-dire des expressions de la forme 

(89) (u+ v vz y, i(u + '" vz) , 

fl désignant une quantité réelle, et u, v deux fonctions réelles 
et déteripinées des variables x,y. Effectivement, les expres- 
sions (89) satisferont à la condition requise, si la quantité u 
reste positive pour toutes les valeurs de x et y comprises entre • 
les limites des intégrations, et sîl'on adopte les conventions que 
nous avons admises dans le Cours d'analyse algébrique et dans 
les précédens mémoires. En vertu de ces conventions, la nota- 
tion arc tang ^ est toujours employée pour désigner le plus 
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petit arc (abstraction faite du signe) dont la tangente soit 
<*gale 11 et les notations (8g) pour représenter les expres- 
sions imaginaires 

(«‘-t-’'*)*[cos (^arciangi)+'\/I| sin (/«arctangp], J /(u'+i>*)+Vn»'‘ci®»'6;» 

On peut encore considérer la notation 

{u+vvr.y*''^-' > 

dans'laquelleAet désignent des quantités quelconques, comme 
représentant une fonction unique et complètement déterminée, 
toutes les fois que la quantité variable u reçoit une valeur posi- 
tive. En effet, comme , dans cette hypothèse , on aura générale- 
ment 

« + 1, y- = e' ^ 
on sera naturellement conduit h la formule 

( k - 4 -v = e 

qui suffira pour fixer complètement le sens de l'expression com- 
prise dans son premier membre. Si l’on suppose en particulier 
U = O, on trouvera , pour des valeurs positives de -v, 

{vvz,y*'‘'^~ = 


j cos[rA-|-in/(î;)] + Vi; ain [ï A -f / (v) ] } , 
et, pour des valeurs négatives de i/, . 

(V = ; 

— M/(-v)]-Vr;*n [î A — M / (- v) ] ] - 

Lorsque la fonction /( x yi^) s’évanouit pour x = «, quel- 
que soit r, alors en prenant . 
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x, = o, X=(X>, jr, = o, y=oo, 
on tire de l'équation (88) 

i, 

C9®) fi^+^VZ)dx==J'J^f(x)dx~‘\/Zj'^ f{7VZ,)dj~^ 

Si l’on pose dans celle-ci 


/(x) = e— ", 

m désignant un nombre quelconque, on en déduira deux 
équations réelles qui comprendront, comme cas particulier, 
une formule de M. Laplace , savoir : 

( 9 *) •-/] ^~^’w»-aèx.dx= e ^ e~“°' djc = i it rè~*‘. 


Lorsque la fonction /(x-HjVn) s’évanouit pour j=oo, 
quel que soit a: , alors , en prenant 

Xo = o, X=a, y = co, 

on tire de la formule (88) 

t 

a 

( 9 ^) 7 ^ = X{f{‘»+jrVZ)^fU VZ)]dj. 

Si l’on pose dans celle-ci , 

b désignant une quantité positive, et si l’on remplace ensuite 
dans le second membre y par | , elle fournira le moyen de 
convertir les intégrales 

“ a • 

>008 ixdx, ^ Ç (x) .siu ix dx J 

8 
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en d’autres intégrales de la forme 

J. +CÎ)«-*^ 

Pour obtenir des valeurs très-approchées de ces dernières, lors- 
que le nombre h sera considérable, il suffira de développer 

les fonctions 'l' (f ), • • • en séries ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes, entières ou fi’actionnaires, du rapport 

On n'aura plus alors à calculer que des intégrales semblables à 
celles que M. Legendre désigne par la lettre r, c’esl-à-dire , de 
la forme 

r (n) = ^ 

et qui sont déterminées, pom* des valeurs entières de n , par 
l’équation 

r (n ) = I .a . 3 .. . (rt — i). 

remarque que l’on vient de faire est très-utile dans la théo- 
rie des ondes, ainsi que je l’ai montré dans les nouvelles notes 
ajoutées au mémoire qui a remporté le prix. 

Lorsque la fonction /( x V~) s’évanouit pour x = d: oo , 
quel que soit^, alors en prenant 

[x. = — 00 , X=,cc, r^b, 

on tire de l’équation (88) 

4 

(9^) y*’ fC.^ + l>VZ)dx = 

Si l’on suppose, par exemple, 

/(x) = (i-xvz:)*-'«-'-, 
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a dësiguant un nombre rationnel ou irrationnel, A deviendra 
nul, et l’on obtiendra une formule que j’ai donnée dans le Bul- 
letin de la Société Philomatluque, et qui renferme, comme cas 
particulier, l’équation (91). 

Lorsque la fonction /(x+^ VC) s’évanouit pour * = « , 
quel que soit y, et pour j' = oo , quel que soit x, alors, en 
posant 

X. = 0, AT =3 00, jr,=iO, y^as, 
on tire de la formule (88) 

(94) J f(x)dx = vr. y' /(rvr:)rfr+A. 

O O 


Parmi les résultats que fournit cette dernière équation , nous 
indiquerons ceux que l’on obtient en prenant pour f(x) une 
fonction de la forme 

/(*) = <P(x).e**»^“, 

OU bien en supposant 




fl-* 


1 

1 -Hx 



L’équation à laqueDe on parvient, dans la dernière hypothèse, 
savoir ; 


( 95 ) 





» \4r 

J ’ 


offre, sous une forme nouvelle, une intégrale qui, suivant la 
remarque d'Euler, peut servir à en calculer un gi-and nombre 
d’autres. 

Lorsque la fonction yzT, ) s’évanouit pour x = — « , 

quel que soit J, et pour y^<x>, quel que soit a;, alors, en 
posant 

x,= — 00, Xaao, = 0, V=ite>, 
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on tire de l’équation (88) 

® ’ ; « . ‘ ' 1 • . ■ 

- 4 . • P— oa ( Q • 

On peut , de cette dernière formule, combinée avec l’équation 
(î) 4 )» déduire des résultats dignes de remarque. Supposons, par 
exemple. 


/(*) = 


<P («) 


(r+x V-.)‘ 


r et a désignant deux quantités positives, dont la seconde soit 
inférieure à l’unité. Comme la fonction (p(j?) pourra être 
présentée sous la forme 


/(*) = 


(p(x) 


iVr.y, {x-ry-y ' 
on tirera de l’équation (9.4) 




<P(x) 


4 ^^x=-^ J 


<P(j’ V-.) 


[T «^r+A', 


•o (r+xv_.)‘ "" (V-.)* ” 

A[ étant une valeur particulière de la constante A. Au con- 
traire , en présentant la fonction /(x) sous la forme 

/(x)= 1 - 

i-vzr.y i-a:+rvr,y’ 

on tirera de la formule (96) 




<P(x) 


■ dx : 


— VTT y-- «Ptjvr;) 

(r+xVZy (-yZiyJo J(r_^)y^j'.-<(r + A", 

A" étant une constante différente de A'. Si maintenant on 
ajoute les équations (97) et (98), en observant que les deux pro- 


Kryr,) 


■luits 


ivr,y[{j-r)vz-,y, {-vz,y 
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se niduisent, pour y>r, aux expressions 

(vz-,r(f—r, (- vzr ('—/)% 

et pour y < r, h la seule quantité 

]>uis, remplaçant par x — r, on trouvera 
(î.o) /" 

{r+xvzy , 

[( vc)-” + ( - vzy- ] j;°°. ^ +A-4-A-' 

oc 

= a sin «7T,^ *lîl[(r-^-a:)V~]f^J!^^-A'+A''■ 

l^n raisonnant de la même manière, et supposant 
/(*) = 


<pC*) 


(r4-ÆV_,)" /(/-fxV-.) 


on établirait la formule 


(loo) 




(p(jc).rfx 

* (r+arvr;)' /('+xV“) 


/'* •îrcos <nr -I- sin air . / ( ) ,, ^ , , , 

“ ^ -A A' + A". 

On pourrait construire encore un grand nombre de formules 
du même genre , parmi lesquelles nous indiquerons celle h la- 
quelle on parvient quand on suppose 

^ îlfZ 

(r-f-jry-)* [/(r+xV~)]‘ ' 

«, h désignant deux quantités réelles dont la première est infé- 
rieure h l’unité. 

Si, dans l'équation (99) , on pose successivement 

"" (s—xvzy' 

î» 


<p {x')= e 


kxy-. 
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b, s désignant des quantités positives, les constantes A. A' s’é- 
vanouiront, et l’on obtiendra les formules 






{r+xv^,y 


dx = 



= a6'~'e ‘'■r(i — a).sin air. 



dx 

(r+xvz,y(s—xvzy~ 




dx 

(r+#4-x)‘ 


= a (r+.î)' * 


5C 



X dx 


Ces dernières, en vertu des propriétés connues de la fonc- 
tion r, peuvent s’écr'ire comme il suit : 


(loi) 

et 


{r + xy/Z,)' 


(loa)^ 


® dx 

® {•’+xYz.y (« — JC vzÿ 


r(a) 


b — ‘ e-* 


= air(;+i)'-*-* 


r(a)r(è) ' 


En les différentiant plusieurs fois de suite par rapport à la 
quantité r, on reconnaît qu’elles s’étendent au cas même où 
l’expo.sant a devient supérieur à l’unité. 

Il est essentiel de remarquer que les équations (qy) , (loo), 
(loi), (102), etc., subsisteront encore pour des valeurs imagi- 
naires des constantes a et ô, toutes les fois que les inté- 
grales comprises dans ces formules conserveront des valeurs 
finies. 

Lorsque la fonction f{x-\-jr yz,) s’évanouit pour x—±. x> , 
quel que soitj, et pour = » , quelquesoit x, alors en prenant 

a:.= — œ, X—xi, y. — o, Y = x. , 


on tire généralement de l’équation ( 88 ) 
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C'°3) ^^/(x)^/x = A, 

ou, ce qui revient au môrae, 

< 

(io4) . J " . M+ Ii- f ) dx=^i^ . 

'^o 2 * 

Dans les seconds membres des formules qui précèdent, la 
somme représentée par A se compose uniquement de .termes 
relatifs, les uns aux racines réelles de l’équation (ig) , les autres 
aux racines imaginaires dans lesquelles le coefficient de ‘\/~ est 
positif. De plus, comme, pour obtenir ces foi*mules, il a fallu 
prendre les intégrales relatives à y, h partir de yz=o, il en 
résulte qu après avoir déterminé, k l'aide de la formule ( 87 ), les 
termes correspondans aux diverses racines, on devra réduire 
à moitié ceux qui se rapporteront k des racines réelles, c’est-k- 
dire , k des racines dans lesquelles le coefficient de yz, sera nul. 

Les formules (io3) et (io4) réduisent, comme on le voit, la 
détermination des intégrales qu’elles renferment k la recherche 
des racines de l’équation (ig) dans lesquelles le coefficient de 
yZ, est positif. Elles fournissent les valeurs de presque toutes 
les intégrales définies connues et d’un grand nombre d’autres, 
parmi lesquelles on peut remarquer celles que j’ai citées dans 
le ig* cahier du Journal de l'Ecole royale Polytechnique, dans 
le résumé des leçons données k celte école , et dans le Bulletin 
des sciences d’avril iSa.'i. 

Il est important d'observer que, dans le cas où l'équation (ig)" 
a des racines réelles, lesintégrales (io3) et (io4) sont du nombre 
de celles dont les valeurs générales restent indéterminées. Mais, 
en vertu des principes établis dans les paragraphes précédens, 
les intégrales dont il s’agit doivent être alors réduites k leurs 
valeurs principales. Il est d’ailleurs facile de transformer ces va- 
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leurs principales en intégrales definies, dans lesquelles les fonc- 
tions, sous le signe f, cessent de devenir infiniment grandes 
pour des valeurs particulières de la variable x. 

On peut remarquer encore que , dans plusieurs cas , l’équa- 
tion ( 19 ) aura une infinité de racines. Alors la somme désignée 
par A SC composera , du moins en général, d’un nombre infini 
de termes; et, par conséquent, chacune des intégrales (io3), 
(io 4 ) se trouvera représentée par la somme d’une série infinie. 
Mais il arrivera souvent , ou que la plupart des termes de la sé- 
rie devront être rejetés, parce qu'ils appartiendront k des ra- 
cines dans lesquelles le coefficient de sera négatif, ou que 
la plupart des termes seront deux k deux égaux et de signes 
contraires; ou que la somme delà série pourra être facilement 
déterminée par la méthode que nous indiquerons dans le pa- 
ragraphe i3. Lorsque l’une de ces conditions sera remplie, les 
équations (io 3 ) et (lo^) continiicrontk fournir ,. en termes finis, 
les valeurs des intégrales qu elles renferment. 

Enfin, il peut arriver que l’équation ( 19 ) n’ait pas de racines 
dans lesquelles le coefficient de y/T., soit positif ou nul ; et, dans 
ce cas, les intégrales (io3), (io4) se réduiront k zéro. On trou- 
vera, par exemple, en désignant par a, h^r^s des quantités 
positives , 


(,o5) 


r “ àx 

J (r_xV_')" 


Si l’on combine l’équation (lo.*!) avec l’équation (loi), on 
eu tirera 
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^•* (/— xVr:)-+fr.4-j:VC)’- 


cos. bxidx = 7. b‘~‘ e~'', 


(« 07 ) 


1 y''‘(r-xVZ.)-^-(r+xVZ.y‘ ^ ^ 

° a \/-i - 1 


3 !'(<«) 

-TT 


J’ai donnd ces dernières formules, au commencement de i8i5, 
dans un mémoire où elles étaient appliquées ^ la conversion des 
différences finies des puissances positives en intégrales définies , 
et pom* lequel MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nom- 
més commissaires. On peut au reste opérer cette conversion 
en s’appuyant ou sur la formule (loi), ou sur une autre qui 
s’accorde avec elle , et qui a été donnée par M. Laplace. 

On tire encore des formules ( 102 ) eL(io6), combinées entre 
elles. 


(108) 



{r—xyz,)—-^{r.yxvz:)- 

3 3 

(f^-xyn)-'*— (r-fxyi;)— {s—xvzr^—is—xy/z^-^ j^ 
a vii - 3vc; 



(r+^) 


r(a-f-i — i) 
r(«).r(i) • 


Si, dans les formules (io3) , (io4)» et dans celles qui s’en dé- 
duisent, on pose 

(109) *=tang/>, 

on obtiendra de nouvelles intégrales définies relatives à la va- 
riable p , et prises entre les limites p = — -, p=^, ou 

'TT ; • * I 4J*; *» 

p=o, et p=-“. En opérant ainsi, désignant par (p (â;) une 

3 l ^ I i 

10 


Digitized by Google 


'(Î8) 


fonction réelle et rationnelle de la variable x , et prenant 


= cosV,.li£ ^ [p-yzicosp], 

Ir — 1 


on réduira l’intégrale (io4) à la suivante : 


(lio) 


2v:; 


Cette dernière coïncide avec l’une de celles que j’avais présen- 
tées dans le mémoire de i8i4 (a* supplément). De même, si 
l’on fait, pour abréger. 


(ui)« 


“ a avi: 




on déterminera sans peine les valeurs des intégrales 

■w m * 

(tia) u.lcmp. dp, u.îsinp.dp, u.ltan^p.dp, 

Q O O 

(i3) f'u{xm^pydp, dp, r. dp 

(il4) /%(Ung />)*<//», f'ip^li^Ldp, J" -.. ■ dp, 

etc. . . . 

On trouvera, en particulier, pom* des valeurs de r comprises 
entre les limites — * » + i , 
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« 

(ii5) f K pdp=^Ki.+r), 

O I — a/'cos 4 

(,i6) r dp ^ -r^, \ *+(t^'') 

J O I— 21 - cos ip+r‘^ 4cost l M + 

(••7) f' i'*\n 2 .p , ^ ^ ^ . /’* — '’v \ 

J O I — 


. - , (..n,py dp == ^ S ,-(^;)* 

2rcos2^4”' Jjsin— ( • +' 3 


(1.8) r’ ^-rco.ap_ j ^ ^ 

^>0 .— arcos2;)4-'“ 4^4-' 




-ardoaap+r* 
I — r cos 2 ^ 


(i2o) — î — iMx^p.dp = 2 ^(irr;.)’ 

>^0 I — 2/-cosa/?4-r _ 4 '»4-' 

etc... 

Oi> trouvera, au contraire, en prenant pour r une quantité 

réelle dont k valeur numérique sui passe l unité, 

(»aO pdp = y 1(H- i), 

u/o I — arcosa^+r’ 4 r 

(,.,) ÿ — (u.,8.rt-,»=^. s 

.^o I — arcos.3/) + r 4 oo» T i V' + i/ ) 

• etc.... 

De pfus, sï, ékns les équations (107) et (108), on pose r=o ou 
, , = , ^ et a:=ung;>, on en déduira sans peine plusieurs 

formulés' dignes de remarque, parmi lesquelles je citerai la 
suivante t ' ■ 
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(ia 3 ) ^ (cos/?)**-*"* 

O 


cos(i — a)p .dp — 


, r (a -f- & — I ) 

*■*-' r(a).r(4) 


Cette dernière peut être remplacée par l’e' quation 


cos /? ) * cos bp .dp = 


ST r (a+ * ) 

a— r('-îi+. )r(^‘+i) ’ 


qui subsiste pour des valeurs réelles et même pour des valeurs 
imaginaires des constantes a et ÿ, toutes les fois que l'intégrale 
comprise dans le premier membre ne devient pas infinie. Si , 
pour fixer les idées, on suppose b — k y/Z, , l'on trouvera 


(125; 


O 


\ r / ^ r 2 "■‘■‘5 


la valeur de S étant donnée par la formule 


( 1 26) S 


= {j: 


X € 


C09 


kl{x) 


dx 


\+\fo 


. kl(x) 

'sm — dx 
3 


r- 


Après avoir déduit des équations (io3) et (io4) un grand 
nombre de formules particulières, on pourra en établir de nou- 
velles à l'aide de différentiations ou d’intégrations relatives aux 
. constantes contenues dans les premières formules. On détermi- 
nera facilement par ce moyen la valeur de l’intégrale définie 


,(127) 


f 

O 


a désignant nne quantité réelle ou imaginaire , (p(a;) une frac- 
tion rationnelle quelconque , et n un nombre entier. On trou- 
vera encore 




dx 

■?+T 



Digitized by Google 


t 


( 4r ) 


('»9) /„ - 


X— • — X*-' 

7(i) 

etc. . . 


dx 


I — X* 


5 ; • . /iir ^ 

= TT "S t sin I sin - - > . 

( 3 5 . 


Lorsque la fonction s’évanouit pour x=drcc, 

quel que soit y, et pour j = — x, quel que soit a;, alors en 
posant 

x. = — a>i X = (X}, j-. = — 00 , y=o, 
on tire généralement de l’équation (88) 

(130) J'_^/(x)dx = — A, 
ou , ce qui revient au même , 

(131) y‘_^ A. 

Dans ces dernières formules , la somme représentée par A se 
compose uniquement de termes relatifs, les uns aux racines 
réelles de l'équation (19), les autres aux racines imaginaires 
dans lesquelles le coefficient de V~. est négatif. De plus, après 
avoir déterminé ces différens termes k l’aide de l'equation (87), 
on devra réduire k moitié ceux qui correspondront k des racines 
réelles. 

Lorsque la fonction fix+j-VZ,") s’évanouit pour ^ = ± » , 
quel que soit x, alors, en posant 

jo = — « , y = 00 , 

on tire de la formule (88) 

(.3a) y'* [f(^X+jVZ)-/(x.+jrVZ)]dr = :^. 

— CCS V-I 

1 1 
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Dans celte dei’iilëre, A se compose de termes relatifs aux ra-* 
cines de lequation (19) pour lesquelles les parties re'elles de- 
meurent comprises entre les limites x,, X. Si l’on suppose en 
outre que la fonction f{x+jr V--} s’évanouisse pour 1 une des 
valeurs x = — œ, x= « , alors, en désignant par a une 
quantité positive et prenant 

x,= — œ, X = a, 


ou bien 



on obtiendra l’une des formules 




('34) ^ 

Les formules (iSa), (i33), (i34) sont particulièrement utiles 
dans la résolution des équations pai' les intégrales définies, et 
dans l’intégration des équations différentielles linéaires. ( Voyez 
le 19' cahier du journal de l’École royale Polytechnique. ) 

5 i3. Lorsque la fonction f(,x-\‘jyz.y s’évanouit pour 
x = ±.x, quel que soit J, et pour dt oe , quel que soit a: , 
alors en posant 

on tire généralement de la formule (88) 

(i35) A=o 

Lorsque la fonction f(x) devient rationnelle, la formule 
(i35) reproduit un théorème que J’ai démontré dans Ve 17 
cahier du journal de l’École Polytechnique , et à l’aiae 
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duquel on peut établit inaitiédiateinent la fotmulç d'interpola- 
tion de Lagrange. 

Lorsque l'équation (ig) a une infinité de racines» la formule 
(i35) renferme un nombre infini de termes et peut être appli- 
quée à la sommation des séries. Ainsi» par exemple, si l’on 
prend successivement ' 


(i36) /(a:)=(p(x)^?î^ , /(x) = (p(j:) 

' Slll ‘KX ' ' ' ' j,„ 

. . __ I 

r désignant un nombre entier inférieur h ■rr, èt ip(d') une frac- 
tion rationnelle dans laquelle le numérateur soit d'un degré 
plus petit que le dénominateur, on deteffâmérà immédiate- 
ment , à l’aide de la formule (i35), les sommes des séries 


(>37) 


— i) ? (a) 4 - 'P (-^ i*) 

i (o) — ^ > cos T H ^ ' cos U /• — etc.., 

a ^ 

— > ,i..+ 

a a 


Si l'on fait d’ailleurs 


(i38) s=3 ± (ans-l-i)it ± r» , 

m étant un nombre entier quelconque, l’arc j restera entière 
ment arbitraire, et les séries (iSy) deviendront 


(^3g) 


î(p(o) + ^ — —cos s — ^cos as + etc..., 

sin 5 4- ,it. 


Enfin, si l’on pfose s = o, la première des séries (i3g) sera ré- 
duite k 


Digitized by Google 



(44; 


(Î4o) i>(o) + 

En attribuant h 


<p(0+<p( — l) , <P(a)-f-f (— a) , 
i ^ 

<p (.t) les valeurs particulières ' 

1 X 


M* ± X‘ ’ U‘ ± X' ' 


etc... 


on obtiendra les formules connues 


(«40 


(«40 


(«43) 


(« 44 ) 


(.45) 


(«46) 


I 

i + 

> J 

k ' 4 


-rr 

a 

Ü* I ” 


«•-9 ' • 

• • 1 ■ COt t TT U . 

a(i 

1 


‘ J 

1 * 1 

* 1 

■JT 

a 

+ I 


U* 4-9 ' 

* ' QU C*" 

1 


cos s . 


CO.S 3 s , 

TT cos . ru 

a 

w’ 1 ' 


f/*— a 

au sin .irn ' 

1 

i + 

cos s 

COS a s 

. cos 3s . 

iT 

a 

u*+ I 


‘“«■ 4 - 9 '^ ■ 

QU e”**" 



sin s 1 

asio.aj 
h» «J 

3sin.35 

. tt sin.ru 



U' I ’ 

r M-— 4^ 

^«‘ — 9 

‘ a sin .'itu 



sin.f , 


. 3sin.3f 

e" — 



U’ + I ' 

^«‘+4^ 

«‘■+9 ^ 

e’" — e— "■ 


Il est important d’observer que, dans les seconds membres des 
équations (i40 et (i/^b), le signe supérieur se rapporte au cas oîi 
l’on a ir=±(3f?»+ i)ir4-r, et le signe inférieur au cas où l’on 
a i = ± ( am + i ) t — r. 

Si, après avoir multiplié par 2 udu les deux membres de la 
formule (i4i)i on les intègre par rapport à i/, et k partir de 
u=o, on trouvera 


TZtl 


. = 4^1 


4 ' 
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- ( 43 ) 

ou , cc qui revient au môme , 

(147) Z8iniro = /(-ir) + /(«)+/(!—«■)+ + ~9 ’ 

et , par suite , 

(1 ( 8 ) sin ira = ira ( 1 — w*) 

Si l’on pose maintenant « = ^ , on obtiendra la formule de 
Wallis, savoir : 

(> 49 ) 

Enfin , comme on aura évidemment 

« 

I - 

J l sia. -KU. du =î. J'^làa.p.dp, 

-ir 

et qu’on tirera de l’équation (119)1 cd réduisant la constante r 
k zéro, 

» J 

S, l»>n.p dp = 

il suffira dlntégi*er de nouveau la formule (i4?) P®>' rapport k 
la variable u , et entre les limites u=o, u=i, pour établir 
l’équation 

(■*»)'(!)= 'M- ' +'(r') + '(^5 ?) + + ‘ (v^) 

4 - / ) — ~ 1 + etc. 

^ 4 (n— I)"-' n’e‘ J ^ 

En conséquence, on aura, sans erreur sensible, pour de 

la 


Digitized by Google 



K 46 ) 


grandes valeurs de n , 




^ 71 " C n + I )' ■*■ ' 


( ( I.2.3.../J e‘ 


Si l'on observe d’ailleurs que l'expression (n-f = 
diftere très peu du produit n"^'e, et si, après avoir réduit k 
moitié les deuk rntTulM-cs de la formule (i5o) , on passe des lo- 
garithmes aux nombres, on trouvera 


'■:) ' 
(i5a) 


1 =(ai7)' 


( 2 ir)‘ n 


S.3.. n.e' 


r(H) 


La formule (iSa), q^ui est d'isufant plus exacte que l’on attnbue 
à n des valeurs plus eonsidérables , est très utile dans le calcul 
des produits composés d’un, grand nombre de ^.cteurs. ElUe a 
été donnée, pour la première fois, par M. Laplace. 

Si l’on posait successivement 

I — e* ' 




X — &" 


/(a:) = (P(.T) 


I — co!«j: 


f{x) = <p (x) 


sin X ■ 


■ X cos X 


etc.. 


on déduirait de l’équation (i 35) les sommes des séi'iesde la forme 
(i53) <P(^.) + <P(^.) + <P(x. 

X., *.,*>••• représentant les diverses racines réelles ou imagi- 
naires de l’une des équations 


(i54) x — e^j x=sinx, x = iaiigx, cic. 

Ainsi, par exemple, en prenant pour a:,, .r,... les racines de la 
première des équations (i54) , on trouverait 




I r — sinr — rcosr 
r r* — arsin r-|- t 
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§ i4- Dans les applications que nous avons faites de la for- 
mule(88), nous avons suppose que les intégrales comprises dans 
cette formule s’évanouissaient avec les fonctions qu'elles ren- 
ferment. C’est ce qui a lieu en général. Néanmoins le contraire 
arrive dans un petit nombre de cas particulrcrs, et alors les 
équations que nous avons établies doivent être modifiées. Ainsi, 
par exemple, si l’on prend pour J^{x) une fraction rationelle 
dans laquelle le degré du numérateur soit inférieur au degré du 
dénominateur, la valeur de la somme A, relative h cette fraction 
rationnelle, sera généralement nulle, et vérifiera l’équation (i35j. 
Néanmoins cette valeur de A cessera d’étrc nulle , comme on l’a 
prouvé dans le 19” cahier du Journal de l’Kcole Polytechnique, 
si la différence entre le degré du dénominateur et le degré du 
numérateur est précisément égale h l'unité. Pour retrouver dans 
cette hypothèse la véritable valeur de A , il suffira ou de suivre 
la méthode indiquée dans le journal dont il s’agit, et 
de chercher ce que deviennent les intégrales comprises dans la 
formule (88) quand les fonctions sous le signe f s’évanouissent, 
ou d'appliquer la formule (i 35 ) k l’une des fractions ration- 
nelles 

/(^) CIC. 

I — ix' I — t'x' i-J-r'x*' ’ 

et de poser ensuite 1 = 0. 

De même les équations 

sin ac , sin 3r ir sin /■« 

a’ — 4 ~ — 9 2 gin TT U ' 

sinar , gin 3c ir e'“ — e~'' 

«*4-4 '«*- 1-9 " 2 ’ 

auxquelles on parvient en supposant 


(.50) 


U’ — 1 


«• 4- I 
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. X sin rx 

/w ’ 

U ^ X sm ir X 

et qui subsistent poui‘ toutes les valeurs de r comprises entre 
les limites o et w , deviendront inexactes, si l’on a précisément 
/■ = ir. Alors, en effet, leurs premiers membres se réduiront à 
zéro , et leurs derniers membres à l’unité. Mais , pour retrouver 
les équations exactes qui doivent les remplacer , il sufTira.de 
substituer à /"{x) la fonction 

/■(x) I X sin rx 

I 4- 4* x‘ 1 -)- «■ X* u' zf. x‘ sin nx 

En appliquant à cette dernière fonction la formule (i35) , et po- 
sant ensuite ; = ir, puis t = o, on obtiendra les équations 
identiques 


,sin TT sin air , sin 3 t: 
-4 clc. 

li* — I U* — i\ u‘ — y 


ir 

a 


(«-0. 


sin TT sin a -ir , sin 3 tt 

-j CIC. 

4 + !) 


1T 

a 




§ i5. Concevons maintenant (|tie , la valeur de A étant tou- 
jours di’tcrminée par Téqnation ( 87 ), on pose 


(> 57 ) 



un" 0 , 


ensorte que 9 représente l’angle formé par la droite, menée du 
j)oint(.r. , jo) au point [X, Y), avec Taxe des a:. Enfin parta- 
geons A en deux parties A' , A" , dont Tune renferme celles 
des constantes f, , f.,... qui correspondent à des points du 
triangle formé par la ligne dont il s’agit et les deux droites 
x = x,, j = Y, tandis que l’autre sera relative aux points du 
triangle forme par la même ligne et les droites J = 7 . , x=T. 
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Si ‘l’on compare successivement les deux valeurs extrêmes de 
l’intdgrale (4) à la valeur moyenne présentée sons la forme 

= li+long ®- Vir|/|c>+l®n€®-VIT)*+0 '.— > 


on trouvera 

X 


(*59) [»+«ngO- Vr.]/[Æ(i+uog 0 . ar.tangô) vin 

X r 

*=/„/(^+j'.vi:m«+vi: /, /(Jr+rVi:)<(r-A', 


et 


(r6o) [»+i»g6 VI3/E*(*+-ia«>g5-VII)'i-0.-^*.»»“«®)Vi;]<fcc 

X X 

= y) VC) 

Si la fonction /(x+^VH) s'évanouit pour x=«, quel 
que soit y, et si l’on pose x. = o, X=», j. = o, on tirera 
de l'équation (iSq), en écrivant dans le premier membre 
X cos G au lieu de x ^ 

(i6x) J'^ /[(co»0+V“*'n9>]-<^*=(c<»®— A'|. 

Cette dernière équation comprend, comme cas particuliers, 
des formules connues. Si l’on suppose, par exemple. 


é- 


i3 
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( 5 o) 

a désignant une quantité positive. A' s'évanouira, «tl'on tirera 
de la formule (i6i) 

^ X*”' x*. 'e “ dx , 

puis, en égalant i“ les parties réelles, 2“ les coefGcients de VC , 
l’on trouvera ' ' 


(i6») 


I x*”'«~''"‘*cos(xsinO).<ix = cosaQ^y^ x*~;'e~‘dx, 

I _ « ^ Z' * ' 

x‘"‘e~*“”*sinfxsin9). cix =: sin a© J x*"'«~'</x. 


§ 16. Enauivantjes prinçipes établis dans le 11* paragraphe, 
on peut évaluer non-seulement la différence qui existe entre les 
valeurs extrêmes et la valeur moyenne de l’intégralê (4), mais 
encore la différence entre denx intégrales ou deux sommes 
d'inlégrales semblables à l’intégrale (i4)» correspoudantés à 
deux systèmes de coux'bes tracées arbitrairement dans le plan 
des X de manière à lier le point Çx, ^ y„) au point •( X, T). 
Or, pour obtenir un pareil système, il sufGt de prendre k"vo- 
lonté , dans le plan des x,y, une suite de points dont les 
coordonnées soient respectivement désignées par 




.r. 


r._j; 


>h 


puis de lier paj une première com’be le point (x,,y,) au point 
(x,,y,)‘, par une seconde courbe, le point (a?, ,y.)“au point 

(.tr., J.); enfin, par une dernière courbe, le point' 

, j',_, ) appoint (X, JT). ^ Cela posé, représentons par^ , 

deux fonctions réelles de n variables r.., et par /t,, 9., r,... 

: ! 
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P , Q ^ R... t des valeurs particulières p. r... propres à ve'- 
rifier les équations ’ ’ ' • 

X, = v(P, ^, = X(P,y.,r,..), 

x. = <p(P,Ç,r...), J. = x{P,Qt 

' ecc. ' ' etc. 

X=9(P,Ç, P..). • P = x(P,Q,P- )- 

Pour lier par une première courbe le point {x,, y,) au point 
(a;,, y.) J il suffira évidemment d’asujettir les coordonnées 
a; et jy k la relation que déterminent' les deux équations simul- 
tanées 



(i64) 


=.9(p, 

' * * * • . Il 


r = x(p» •)• 

I I. ' t 


Cette relation étant admise, on obtiendra l’intégrale corres- 
pondante k la première courbe , en remplaçant dans la formule 
(i a) la variable t par la variable p, les fonctions ip(0» X(0 
par les fonctions <p{p, q,. r ,. . X (P» 9»* '■*•• •)» «t les li- 
mites T par p. et P. En conséquence, l'intégrale corres- 
pondante k la première courbe deviendra 




De roèmci comme il sufBt d’assujettir les variables y aux 
équations simultanées . 

(iGC) x=v(,P,q,r^,;..), . J =x(Pj9» '’«.•••)» 

pour qu'elles représentent les coordonnées d’une courbe tracée 
de manière k lier le point {x. , y.) au point (a?, , y ,) , l’inté- 
grale relative k cette seconde courbe pourra s’écrire sous la forme 
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( 5a ) 

1. dq 


/[<p( 7 ’, 7 ,r,..)+V-. X(P, 7 . dq- 


En continnant de la même manière , on finii'acpar reconnaître 
que la somme des intégrales relatives aux différentes courbes 
peut être réduite k ^ 


J 


dWip,q,jr,..yrV^x{ptq,.^'',..)] 

dp 


fb(j>> 7. » '•.“>4-vr;x(/’»7.. '•.-)] dp 


(• 68 )/ 




[y(p.(?.,.0+vi:x(r.(?,r;.)j 

dr 


4- etc. 


f[9(f,Q,r..'^+y^diP,Q.r..)]dr 

■ .-J, K 


Ainsi la différence entre deux somines de cette espèce pourra 
être facilement déterminée k l’aide des principes; établis dam le 
paragraphe ii. 

Si l'on réduit les variables p, ^, r, auk ideux suivantes 
la somme <i6&) deviendra 


X 


{■69) 


(/>.'•■■) + V- ) ] 

dp 


fb>{P>r.) + \rr,x{p,r.)]dp I 


( P.-/ ) ] /[y ( P, r) + v::x( P. r )]dt. 


. » . i 


Si , dans cette dernière formule , on échange entre elles les vâria- 

somme qui, étant compa- 


bles /J, r, on obtiendra une nouvelle somi 
rée à la précédente, fournira l’équatioh'’' 


( 


-^Jiiî ; ; l.MT, . ! 

'.: i( ..i •> . ' . ^ J . . -i 


/>.; (..>1,1. r ' (. ' b 
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. a ’ 


(•70) 


il :i 


+ 


A étant composé de termes relatifs à celles des racines de 
l’équation (19), qui représentent des valeurs particulières de 
l’expression imaginaire 


<P(/’>y)+V-.%(/’i'7) 

correspondantes h des valeurs de p renfermées entre les limites 
/>,, P, et à des valeurs de q renfermées entre les-limiles q^, Q. 
L'équation (170) co'incide avec la formule générale que j’ai 
donnée dans le 19* cahier du Journal de l’Ecole royale Poly- 
technique [page 574 ]• On en déduit immédiatement celles que 
j’ai rapportées dans les pages SyS et suivantes du môme ca- 
hier, et dans le Bulletin de la Société Philomatique de 1822. Sj 
l’on fait en particulier 

* _ 

/( />> O = ^ ^ + V” sin /') » 

l’équation (X70) deviendra 


Jr. •/.O'’ ^Sf. 


/ )rfr-!-Vr, + 


r O x’V-. 



( 54 ) 


et l’on aura 

(17a) ■ A = — airCf. + f. + ^OV^i 

les termes f, , f, . . . étant relatifs aux racines de l’e'quation (19) 
qui peuvent reprcsentei’ des valeurs de l’expression ima- 
ginaire 

r(cos/j-f- VCI si»/») 

correspondantes k des valeurs de r comprises entre les limites 
r. , R, et k des valeurs de p comprises entre les limites p,, P. 
Si, dans l'équation (171), on pose 

r, = 0, iî=i, p. = o, P = 

on en tirera 

t • ^ — 

(* 73 ) S f/( 04 -/(— r) ]<</•=— Vi; S — 

O 0 

ou , ce qui revient au même , 

(‘"4) S )^P — VZ S A-VC;. 

Cette dernière formule , que j’ai donnée dans le Bulletin de la 
Société Philomatique, comprend, comme cas particulier , une 
équation du môme genre que^. Vernier a démontrée k l’aide 
du développement en série. i 
Si l’on supposait 

r. = 0, R=i, p. — — P=.-K, 
on tirerait des formules (i7i)et(i72) 


ou, ce qui revient au même, 


( 55 ) 


(176) J '^ 


« PV-* 




-o-r.; 

r^=: 


') 


i ^ t 


dp = ir [f.+ f,+... ] 


La formule (17a) coïncide avec l’équation (17) des additions au 
dernier de» mémoires insérés dans le 19* cahier du journal de 
l'École Polytechnique. De phis, si l’on désigne par r, , r. . . . 

, ! J — - "'r -i_'t >' « 

celles des racines de réqualion^r^ = o, qui ont pour valeur 
numérique ou pour module un i^ombre inférieur à l’unité, 
et si, dans la formule (176), on remplace f{z) par on en 

Z 

conclura 

(■77) J S 

a a -I Z. a. 3 

chacune des constantes f , , f,,... devant être réduite à moi- 
tié toutes les fois que la racine correspondante aura l'unité 
pour module. Enfin , si dans l’équation précédente on écrit 
au lieu de on en tirera 


C;8)7: 




■ »r v^\ ( f f 1 


Soit maintenant s une quantité positive ; et f (ar) une fonc- 
tion de X, choisie de telle manière que l’expression 


Cf rK-i. 

f(ra ) 


reste finie et continue entre les limites r=o , r=f, /? = — „, 
P ='it. Si l’on pose successivement 
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( 56 ) 


/w=(ïiî- 7 r 7 )'W- 


on tirera de l’éqaation (178) 
I® pour 5 < I, 


V • > / 


(» 79 ) 


O 1—35 COS 2/> + i* 2 ^ , 


U 


* 1 — scosnp ’)4-f(« 




• i—as cos a/? 4- i’ I . I ' > a 
2* pour 5 >1, 




I ) 


s siii sp ' ') — 

“ aV-: 


— >rv- 


(180) 


“ 1 — ascos 2/>4 -s’ 




r\ i —scosap jie' ‘)+r(tf~ ^ 

i-'. r-i-co-fiï — ^ '''' =, 

On trouverait, au contraire, en réduisant s à l’unité, et la 
première des intégrales^ (179) ou (180) à sa valeur principale. 


\ /■ ’ V ‘'(t.J'L'J (/p=-[ f(o — r(o)i , 

• P « ,-_cdso/» . -aV”’> 


(. 8 .) 


O 


f(.’ 




Les équations {*79), (180), (i8i)^péuvé*ft être 'déduites dü-et- 
teincnt du théorème de Mi Parseval «ur la sommulion des sé- 




i 




( 5; ) 

ries. Elles s’accordent avec une formule donnée par M. Guil- 
laume Libri dans le tome 28 des Mémoires de l'Academie des 
Sciences de Turin, et avec celles que noos avons insérées, 
M. Poisson et moi, dans le Bulletin de la Société Philomatique 
de 1822. Si l’on remplace dans ces équations la lettre s par la 
lettre r, et si l’on y pose successivement 

r, , 

\ 

on retrouvera précisément les formules de la page 3y. 

J- 17. Jusqu’à présent, nous n’avons considéré que des in- 
tégrales simples. Mais les principes que nous avons établis sont 
également applicables h la détermination et à la transformation 
des intégrales doubles ou multiples, prises entre des bmites 
réelles ou imaginaires. Nous ne nous étendrons pas ici sur cet 
objet, que nous nous proposons de développer une autre fois, 
et nous terminerons le présent mémoire en indiquamt l'usage 
de quelques-unes des formules que nom avons obtenues dans 
le problème relatif à la propagation des ondes. 

§. 18. Concevons qu’un liquide pesant soit renfermé dans 
un canal très étroit , et que l’on prenne pour axe des x la droite 
horizontale qui marque dans ce canal le niveau naturel auqotd 
le liquide s'élève. SupposiMis de plus que t désigne le temps, 
et qu’à l'instant où l’on compte < = o, on fesse naître le mou- 
vement, en altérant le niveau, de manière que l'ordonnée 
verticale correspondante a l’abcissc x devienne 

'(‘ 8 ») 4r==r(a:). 

On pfbuviéhà'sahs peine ^ù‘àu bout d’un temps quelconque / , 

i5 
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I 


( 

la même ordonnée sera déterminée par l'équation . - , . 

(i83) ^ <).cosf«(jr— ar). F(») 

. » t 

[voyez le Recueil des Mémoires couronnés par. l’Institut , con- 
cours de i8i5, page 3n J. Si, dans la formule précédente, on 
pose 


P = 


[(a— ar)-y 


et, si l’on fait , pour'abréger , 

'p^ 

[(r — sr)']* 

on trouvera 

(>S4) tt.cos J’* /T).cosa.*. F(g-) ‘la-tlvr 

Pour calculer cette dernière valeur de y, il faut d'abord dé- 
terminer, au moins par approximation , l’intégrale 

r” î T 

'i8j) a . C0S(2 P* Ct').CO5 0t*,<i<t. 


On y parviendrait facilement, si la quantité P devait toujours 
conserver une très petite valeur numérique. Alors il suffirait de 
développer cette intégrale en une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de P, et de réduire la série obtenue , 
savoir. 


(.80) 


a P (a P)’ 


(apy 


' etc... 


a 4 « 5.6 ‘0.7.8.9.10 
[voyez la page iSa du Mémoire sur la Théorie des ondes, inséré 
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dans le recueil d<^jk,cité ] k xjn petit nombre de termes , en né- 
gligeant les autres. Mais, comme, pour des valeurs croissantes 
de t, P croît au-delk de toute limite, ainsique les différents 
termes delà série, le moyen dont nous venons de parler est le 
plus souvent impraticable , et l'on ne peut s'en servir générale- 
ment, ni pour déterminer la valeur approchée de l'intégrale 
(i85>, ni même pour trouver des limites entre lesquelles cette 
intégrale demeure comprise. Heureusement l'équation ((j4) per- 
met de transformer l'intégrale dont il s’agit en une autre dont 
le calcul ne présente pas les mêmes difficultés. En effet , si l'on 
pose dans cette équation * 


*V-' "'V'-' 

/(x) = o-e e , 


A s’évanouira ; puis , en écrivant dans les deux membres la let- 
tre a au lieu de x et de j, on trouvera 

e-“'dx. 

^ O O 

et par suite 


(l 87 )^y acosa.*.cos««.<i«= etsin«*.»ina5l.<fet — «.cosx'.e^"' dx , 


«O 35 

et»in«*.cosaet.</ct = — etcosa'.sîuaa.rfct-l-^^ *sln , 

D’ailleurs on tire de l’équation ( 161 ), en y posant f(x) = e~‘\ 


«=-i. 


/o " ^=~vr J. 

On aura , en conséquence , 


• , i-pVZ w* . 

e dx= - 


(* 89 ) 




VT 
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( 66 ) 

puis, én ÊiisÀtit jci=:o^+î, on en conclura 




i+VCJ 

Si maintenant on diffe'rentie par rapport k la quantité a , l'on 
aura 


en.) r 


flca sxnaa.acL 


--Lzzy^j 

~ 4V7 


-T»'~ 


OU, ce qui revient au même, 

('9>) ”( ’ ^ 

«.in<**.8iiiaaM/«î= JLl /"cos^+sin^ \ 

4V. V 4 4 / 

Cela posé, les formules (187) , (i88) deviendront 


Cl 


(' 93)^_ “ »‘.COSflOt f/x=: — 


* cos 




et la première donnera 

/’-a).cnsx*f^ci.= ^ ^ ^cos- + gin^^‘ 

I I 

-T 

S ^ f> 


a e. cos d* f/ct , 
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11 csl aise de s'assurer que l intt^grale comprise dans le second 
membre de l'cquation pre'cddente est sensiblement nulle , pour 
de gi’andes valeurs de P, et que, dans tous les cas, sa valeur 
numérique est Inférieure h celle de l’intégrale 

■ a 

î • P* « I 

aJr 


(■!)«) 


J 


t 

Ajoutons qu’il suffit de remplacer et, par n~ pour faire coïn- 
cider la formule (igi») avec l’équation ( 7 ) de la page 180 du mé- 
moire sur la Théorie des ondes.- 


ADDITION. 


Nous avons remarqué [page 35] que les formules (io3), 
(io 4 ) fournissent les valeurs de presque toutes les intégrales 
définies connues, et d'un gi-and nombre d’autres. Nous allons 
indiquer ici quelques applications de ces mêmes foi-mules. 

Si Ion désigne par a et r des quantités positives, par m 
un nombre entier, et par f (.r) une fonction telle que l'expres- 
sion ((x+j-yz.) ne devienne point infinie pour des v.ileurs 
positives de y, on tlrei-a de la formule (io3) 


<0 




r(m) 


ï6 
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pourr <i 


” 'te-') 




fCx) 


' ^(i — V— ) 

ffÆ) 


~ djc xa-~ IC C(o) , 


pour r> I , 


' f = O 

et de la formule (io4)» 

(ü. /" i^^iTfCo), (7)/f ^^+!ï::f)Lx=„f(-0.v-- 

‘^o ttyzi JC a (r4^Æ /-jr5 


(9) 


(8) r” *'(-^)-l'(- j) y/—', 

° a *■+/•• aV^ x‘+r‘~Z 

f /-* f(x) + f(— x) r^/x _iTr,/^ ,, 

y. ^ — :^.=4[f(')-f(-'-)jv-., 

I r” fW— f(— —‘^rrr'Lir' m 

x(x-4-/->) == â t ^ ^ ^ ’ 

î dx = -a.r(V-) , ..c - 

' uw-ïVH^iW + ïvr; 5 

Si, dans l’équation ( 7 ), ou pose r=i, f(x)=(— xV^)""' » 
trouvera 

(-vc)-//^*- +( VT. )*-•// ( vc;)* , 

puis, eu multipliant les deux membres par (— V^i )* * ayant 
égard à l’équation 
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{-Vr,Y 

on aura 


( 63 ) , 

= (eo5: -y" «nî )*''■’ 


; sili air + y_, cos ait , 


r* ^ (Ix . 

(i\nart+yZcosait)J^ — 


et par suite 

(la) 


(.3) 


f 


J. 


dx 


dx 


1 -4-x 


= cos AIT 




I — jt ” i-^x taiig ait ‘ 

La formule (la) a t^tc donnc^e par Eulor. La formule (i 3 ) a 
pour premier membre une inlrgrale définie dont la valeur gé- 
nérale est indéterminée. Mais, dans le cas présent, cette inté- 
grale doit être réduite h sa valeur principale, que l’on peut 
transformer de manière à faire coïncider l'équation (12) avec 
une autre équation établie par l'illustre géomètre qu’on vient 
de citer. Si dans les formules (8) et (9J on pose f(x) = e"*'~’ , 
on obtiendra les suivantes : 

^ ,, ; rota,r . ^ “ X fin ax , .. 

('<) / — Tl — Tdx=. J — — rfx =-e“" , 

^ ' «Xo Æ-t-e '-'O x 4 -; 2 


(i3) 


^^rcosax , ir , ^^x^xnûx ir 

/ rfj; sm ar , / — rfa; = - 

xJ „ X * — f 2 ' %j 9 X — /* a 


La formule (i 4 ) a été donnée par M. Laplace. On en tire, en 
réduisant /• à zéro , l’équation 


(iG) 


X 


• sm ax , 'ft 
■■■. ax = — 


qui est elle-même un cas particulier de la formule (6). Les for- 
mules (i 5 ), données pour la première fois par M. Bidnne, géo- 
mètre italien 4 sont de la même nature que la formule (i 3 ), et 
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( 04 ) 

fournissent les valeurs principales des intdgrales quelles ren- 
ferment. Mais il est facile de transformer ces valeurs principales 
en intégrales définies, dans lesquelles la fonction sous le signe f 
cesse de devenir infiniment grande pour des valeurs particu- 
lières de la variable. Ainsi, par exemple, en posant r = i , on 
tire de la première des équations (l."}) 




I X' 2\ Xj 2\ X J X' 1 2 

Si dans les formules (5) et (ii) on pose f(x)=-(, — ^ 
a désignant toujours une constante positive , on trouvera 


[ I — e dx 2ir V-. 


[ I — e-*'— , 


pour r<i , 


•vr; 


I r 1 — e ^ _ 

y-» t(r—xVZ.') X 


pour r> X , 


et 


Z' 7 ( ' — ) — si" f^xJ (x) dx 


On tirera encore des formules (i), ( 2 ), (6), (8) et (y), en dé- 
signant par a, b, r, s, des quantités positives, 

\ / r — X VZi 
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J'j—vzr' ‘ ( ■+ î v: ); 


dx 




(»0 


= awr— 

(aa) ' r JC—' sin/ £2^ — — ;-r— ■e-**’, 

• ^ a / x*-f r’ a ’ 

y; *- 5În(^ix)^^ = îr-cos(Ç- 

^ (^CC ir 

J a *>n( flsinèx) “ 2 > 

e*"'‘* Mn(fl8inèj:) 


(a 3 ) 

(>4) 


J!*+r' 




(a6) 

“ ''a • jc*+r* a ’ 

Si, dans les formules (20) et (21), on pose «=i, A=xo, on 
en conclura 


(27) 


\ 

fl. '(.+5VO,-^:^=../(,+;), 

et par suite 

puis, en difl?rentiant n— i fois par rapport à r. 


«7 
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(’9) 




! 1 


J- (r-rVr^- - (^+x VZ)- -^ U') ( ' n 

De plus, si dans les équations (y) on' remplace f{x) par 
^(*+jVC^), on en tirera 

t 


etc. 


Ajoutons que, si l’on , pose r=i et s=i, dansla seconde 
des formules (29) , on en de'duira sans peine celles qui suivent : 

Z' * y “ .rdx 

( 3 i) (arccotx)* 2 arceotx-^ = ir/(2). 


P") y. 


X arc ung-— - arcUogo; 


4x 


Il peut an’ivep . en TCrtu de ce qui a été dit ( page 36), que 
les formules (i), (2),etc. , subsistent dans certains cas nù la 
fonction f(a:+jVIi) deviendrait infinie pour des valeurs 
positives de y. C’est ce qui aura lieu en particulier pour les 
formules (8) et (9) , si, a étant < ô, f (*) se réduit au quo- 
tient de sin a® ou cos ax par sin àx ou cos 6x. Alors 
on trouvera ' 


(33) 




cos ax rdx 
coibx «•q-r’ 

cos ax xdx 
sin bx **-+■/■' 


ir 

2 

w 

a 


p'^smax xdx n e"— e“" 

sinéx a:‘4'r* 2 ’ . 

^ V ■ ' ' ' ' ■ . ■ ' ■ ' • 

y*sinflx xdx . 

J ^ co»bx x*+r* » 


Digitized by 


( 07 ) 

Ces dernières formules, que j'avais données dans le mé- 
moire de 1814, en y remplaçant x par l’unité, ont été citées 
par M. Legendre dans le rapport fait sur ce mémoire, et dans 
la 5 * partie des exercices de calcul intégral. 

On pourrait, aux exemples qui précèdent, en ajouter une 
infinité d’autres. Je me contenterai d’en indiquer quelques-uns. 
Si l'on représente, comme ci-dessus, par a, b, r, s , des quan- 
tités positives ; si, de plus, on désigne par 9 un arc renfermé 
entre les limites o, -n-, et par (.r) une fonction rationnelle 
de la variable x\ on déduira sans peine de la formule (lo'l) 
les valeurs des intégrales 

ï 

— rx y/ZX) . <? {.t)dx , J _ Jt [r»in 6 +{r cos 0 — x) V~] • 9 (^) < 
***'"“ y(.ryar, X' 


'0+ÏV-).v(*Vo., 

-• m ■*,V'C7 

yi, « <f(x)dx, V{^)dx, 

K^+re ) 9 {x)dx, fl O*'*'-' / ( I ) y (:c) dx , 


r' cosax , , , sin rtj; , . J r“ cos <sx /\j 

J J V>(x)rf.r, etc. 

COS bx ^ • sm bx 

et par suite les valeurs des intégrales 

v(*)rfa:, j^^coibx.tf{x')dx, bx .<f{x) dx , 
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arc lang ; . 9 (x) da: , J' ave cal x . <o (x) dx , 

IQ"! — ^rx cos9-f--®*)‘ '? arc ung — V (•*) dx , 

J' e" CQi{ai\nbx)<f (^x)dx , ^ c‘’'*‘*^sin (flsinijc) 9 (x) dx. 


yi.^o 4- a r cos bx +r‘) , y (x) dx are tang 

y; x--'sm(^~bxyj^!ù±p^dx, 


r sin bx 
I 4- rcosbx 


• ip (^) dx , 


l (x) 9 (-g)+9(~^) 

(T)’+[^(^]‘ =• 


dx , 


file.... 

Nous observerons, en finissant, que les constantes renfer- 
mées dans quelques-unes des intégrales ci-dessus déterminées 
doivent être resserrées entre des limites telles que les valeurs 
de ces intégrales restent finies. Ainsi, en particulier, on recon- 
naîtra sans peine que la constante a doit rester comprise entre 
les limites o et i , dans les formules (12) et (i 3 ), et entre les 
limites 0,2, dans les formules (22), ( 23 ) , (26). Ajoutons que , 
dans plusieurs formules, on pourra remplacer des constantes 
supposées réelles par des constantes imaginaires: Par exemple , 
la constante a peut devenir imaginaire dans les formules (12),' 
(i 3 ), (22), ( 23 ), (afi). Seulement la partie réelle de a doit alors 
être renfermée entre les limites que nous venons d’indiquer. 
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